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Abstrak: Perancangan pengendali dengan menggunakan Teknik H∞ menghasilkan 
pengendali berorde tinggi. Pengendali ini dalam segi aplikasinya tidak praktis, sehingga pada 
makalah ini akan dirancang pengendali berorde rendah melalui dua alternatif. Alternatif 
pertama, orde dari plant direduksi dan kemudian pengendali berorde rendah dirancang dari 
plant tereduksi. Alternatif kedua,   mendesain pengendali berorde tinggi dari plant berorde 
tinggi, kemudian orde dari pengendali direduksi. Metode reduksi yang digunakan adalah 
Pendekatan Perturbasi Singular Setimbang. Selanjutnya, dikaji syarat perlu untuk 
kesetimbangan dan kestabilan dari plant tereduksi. Lebih lanjut akan dianalisis batas  atas 
terkecil kesalahan reduksi dengan menggunakan norm-H∞. Terakhir, pengendali berorde 
rendah yang telah diperoleh, diaplikasikan ke struktur elastis untuk meredam getaran. Akan 
dibandingkan juga kinerja pengendali berorde rendah yang diperoleh dengan alternatif 
pertama dan alternatif kedua. 
 
Kata Kunci: Pendekatan perturbasi singular, teknik H∞, pengendali berorde rendah, fungsi 
alih lup tertutup 
 
 
PENDAHULUAN 
Banyak masalah nyata mempunyai representasi persamaan ruang keadaan yang berorde tinggi. 
Perancangan pengendali dengan teknik H   akan menghasilkan pengendali dengan orde yang sama 
dengan orde dari plant (obyek yang dikendalikan). Dari segi implementasi pengendali berorde tinggi tidak 
efisien, karena dapat menimbulkan kesalahan numerik dan biaya komputasi lebih mahal. Oleh karena itu, 
akan dicari pengendali berorde rendah. Orde adalah dimensi dari vektor keadaan dalam realisasi minimal 
suatu sistem.  
 Pengendali berorde rendah dapat dicari melalui 2 alternatif. Alternatif pertama yaitu, plant berorde 
tinggi direduksi sehingga diperoleh plant berorde rendah. Kemudian dari plant berorde rendah dirancang 
pengendali berorde rendah dengan menggunakan teknik H . Alternatif yang kedua yaitu, dari plant 
berorde tinggi dirancang pengendali berorde tinggi dengan menggunakan teknik H . Kemudian 
pengendali berorde tinggi direduksi sehingga diperoleh pengendali berorde rendah. Selanjutnya kinerja 
pengendali berorde rendah yang diperoleh melalui alternatif pertama dan kedua dibandingkan. Metode 
reduksi yang digunakan adalah metode perturbasi singular setimbang (Balanced Singular Perturbation 
Approximation (BSPA)). 
 Reduksi orde plant dengan menggunakan metode perturbasi singular telah dikaji oleh beberapa 
peneliti [6, 10]. Telah diteliti bahwa plant tereduksi mempertahankan sifat kestabilan dan keseimbangan 
dari plant semula. Reduksi orde pengendali dengan menggunakan metode Perturbasi Singular telah 
dikemukakan oleh Oh, et. al. [3]. Saragih dan Yoshida [8] telah mengaplikasikan pengendali berorde 
rendah (tereduksi)  untuk meredam vibrasi dari struktur elastis. Pada makalah ini, akan dibandingkan  
kinerja pengendali berorde rendah yang diperoleh melalui reduksi orde plant  dan pengendali dengan 
metode perturbasi singular. Metode yang dikemukakan akan diverifikasi dengan mengaplikasikan 
pengendali berorde rendah yang diperoleh ke struktur elastis untuk meredam getaran transversal dan 
torsional. 
 
PENDEKATAN PERTURBASI SINGULAR SETIMBANG 
Pada bagain ini akan dikemukakan reduksi orde plant dengan pendekatan perturbasi singular. 
Misalkan G adalah fungsi alih linear, berorde tinggi yang tidak berubah terhadap waktu dan Ĝ  adalah 
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fungsi alih linear, berorde rendah dan tidak berubah terhadap waktu. Masalah reduksi orde plant adalah 
menemukan pendekatan fungsi alih berorde rendah dari fungsi alih berorde tinggi sedemikian sehingga 
norm H  dari selisih fungsi alih berorde tinggi dan rendah adalah minimum. Pandang plant berorde tinggi 
dengan persamaan dinamik sebagai berikut. 
)()()( tButAxtx  , 
)()()( tDutCxty  , 00 )( xtx    (1) 
dengan x (t) adalah  vektor keadaan, y (t) adalah vektor keluaran, u (t) adalah  vektor masukan, A, B, C, D 
adalah matriks konstan riil, x (t) nR , pRty )( , mRtu )( , ,,, npmnnn RCRBRA     
.mpRD   Selanjutnya akan ditentukan plant tereduksi berorde r (r<n), dengan persamaan dinamik 
sebagai berikut . 
)()()( tuBtxAtx rrrrr  , 
)()()( tuDtxCty rrrrr  , )()( 0xtx r0r  . 
melalui  pendekatan perturbasi singular dengan prosedur sebagai berikut.   
1. Mula-mula plant disetimbangkan [5, 6]  sehingga memenuhi   
),,,(
~~
21 ndiagQP   ,  
dengan ,1211 nrrii        )
~~
( QPii   , P
~
: Grammian 
keterkendalian,  dan  Q
~
: Gramian keterobservasian. 
2. Memartisi plant setimbang yang bersesuaian dengan ),( 21  diag   seperti berikut  
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
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  
,)(1
rRtx  ,)(2
rnRtx     (2) 
dengan A11 dan 1  adalah matriks berukuran rr . 
3. Dengan menggunakan konsep dari pendekatan perturbasi singular [6], yaitu dengan mengambil 
)(2 tx = 0, sehingga persamaan (2) menjadi  
)(1 tx  = )()()( 1212111 tuBtxAtxA         
0 = A21x1(t) + A22x2(t) + B2u(t)      
)()()()( 2211 tDutxCtxCty   
Kemudian mensubtitusi 
2x (t) =  A22
1
A21x1(t)  A22
-1
B2u(t) ke )(1 tx dan )(ty  serta dengan 
mengasumsikan 
22A non singular, sehingga diperoleh  plant tereduksi berorde r, dengan persamaan 
dinamik, 
),()()( 11111 tuBtxAtx        
)()()( 11 tuDtxCty    (3) 
dengan,                                                                                
 ,21
1
22121111 AAAAA

  ,2
1
221211 BAABB


 ,21
1
22211 AACCC

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1
222 BACDD

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KESALAHAN REDUKSI 
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Sistem timbal balik [4] atau reciprocal system )ˆ,ˆ,ˆ( CBA dari (A,B,C) didefinisikan sebagai 
,:ˆ 1 AA  ,:ˆ 1BAB   ,:ˆ 1 CAC  dengan A nonsingular.       
Partisi sistem )ˆ,ˆ,ˆ( CBA  dengan gramian ),( 21  diag  yang bersesuaian adalah 
Â  = 





2221
1211
ˆˆ
ˆˆ
AA
AA
,  B̂  = 





2
1
ˆ
ˆ
B
B
,  Ĉ  =  21 ˆˆ CC          
Lemma 1. [4] Jika (A,B,C) minimal dan realisasi setimbang dengan gramian  dari sistem linier, invarian 
terhadap waktu dan stabil asimtotik maka sistem timbal balik )ˆ,ˆ,ˆ( CBA  juga stabil asimtotik dan 
setimbang dengan Gramian . 
Teorema 1. [6] Jika DBAsICsG nn 
1)()(  dengan ),,,( DCBA  realisasi setimbang, stabil 
asimtotik dan ),,,( DCBA  adalah pendekatan perturbasi singular dari ),,,( DCBA  dengan 
DBAsICsG rr 
1)()( , maka .2)()( 2
11 

 trDBAsICDBAsIC rn  
 
 
PENGENDALI H∞ YANG DIPERKENANKAN 
Persamaan Riccati Aljabar digunakan pada pembuktian syarat perlu dan cukup untuk eksistensi 
pengendali yang diperkenankan. 
Misalkan A, Q, R adalah matriks real n × n dengan Q dan R simetrik. Maka persamaan Riccati aljabar 
adalah  
  QXRXXAXA  
yang bersesuaian dengan matriks Hamiltonian 2n × 2n 
 






 AQ
RA
H : . 
Teorema 3. [11]  Misalkan )(RicdomH   dan ).(HRicX   Maka 
(1) X adalah simetrik real 
(2) X memenuhi persamaan Riccati aljabar 
 QXRXXAXA  
(3) RXA  adalah stabil. 
Masalah kendali optimal H∞ adalah menentukan semua pengendali K(s) yang diperkenankan 
sehingga norm H∞, dari fungsi alih lup tertutupnya (Tzw) minimal. Suatu pengendali dikatakan 
diperkenankan jika pengendali tersebut menstabilkan plant secara internal. Pengendali optimal H∞ secara 
umum tidak tunggal untuk sistem multi-input-multi-output (MIMO) dan secara numerik perhitungannya 
sangat sulit [11]. Oleh karena itu, dalam praktek biasanya cukup mendapatkan pengendali suboptimal  H∞ 
yaitu pengendali yang sangat dekat dengan pengertian optimal. Sedangkan  masalah pengendali suboptimal 
H∞ adalah bila diberikan  > 0, maka dapat ditemukan semua pengendali yang diperkenankan (admissible) 
sehingga norm H∞ dari fungsi alih lintasan tertutupnya kurang dari   [11]. Realisasi matriks dari plant G, 
dapat ditulis sebagai  

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21
DC
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BBA
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Asumsi yang dibuat adalah sebagai berikut : 
1. (A, B1) adalah terkendali dan (C1, A) adalah teramati; 
2. (A, B2) adalah terstabilkan dan (C2, A) adalah terdeteksi; 
3.    IDCD  12112 ; 
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Dua asumsi yang diberikan secara implisit untuk realisasi G(s) adalah D11 = 0 dan D22 = 0. Keberadaan 
pengendali suboptimal H∞ diberikan pada teorema berikut.  
Teorema 4. [11]  Terdapat pengendali yang diperkenankan(admissible) sehingga 
zw
T  jika dan 
hanya jika tiga kondisi berikut dipenuhi   
1.   )(RicdomH  dan ,0)(   HRicX   
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2.   )(RicdomJ   dan ,0)(   JRicY  

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
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


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
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
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3.     2 YX  
 
 
 
Jika ketiga kondisi tersebut dipenuhi, salah satu pengendalinya adalah 
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ˆ
)( ,  (5) 
dengan ,ˆ 2211
2 CLZFBXBBAA 

    


  XBF 2 , ,2

  CYL    
12 )( 

  XYIZ  . 
 
 
REDUKSI ORDE PENGENDALI DENGAN METODE PERTURBASI SINGULAR 
Setelah kondisi pada Teorema 4 dipenuhi, maka dapat dirancang pengendali berorde tinggi seperti pada (5) 
dengan persamaan ruang keadaan sebagai berikut  
)()()( tyBtxAtx KkKk  , 
)(tu   )(txC kK . 
Selanjutnya, akan dicari pengendali berorde rendah dengan persamaan ruang keadaan, 
)(
~
)(
~
)( 11 tyBtxAtx kkkk  , 
)(tu    = )(
~
)(
~
1 tyDtxC kkk  .  (6) 
Plant G pada (4) dapat ditulis sebagai berikut 
)()()(
)()()(
)()()()(
212
121
21
twDtxCty
tuDtxCtz
tuBtwBtAxtx



  (7) 
Sistem lup tertutup zwT  adalah sebagai berikut 
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
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
21
1~
DB
B
B
K
,  KCDCC 121
~
 . 
Diasumsikan terdapat 0),( 21  UUdiagU  dan  0),( 21  VVdiagV  sedemikian sehingga 
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0
~~~~
 TT BBAUUA , 
0
~~~~
 CCAVVA TT . 
Syarat perlu dan cukup untuk keberadan solusi dari pertidaksamaan diatas adalah kestabilan kuadratik dari 
plant G. Diasumsikan bahwa terdapat matriks nonsingular T1 dan T2 sedemikian sehingga, 
.),,,,( 2121
1
111111 nng
TT
diagTVTTUT  


 
),( 21
1
222222 kkk
TT
diagTVTTUT 

, 
dengan ),,( 11 rk diag   , ),,( 12 mrk diag   , 1 rr   dan  
.,,2,1,1 mjjj     
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Selanjutnya, K dipartisi bersesuaian dengan ),( 21 kkK diag   sehingga menjadi  
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dengan 1kA  dan  .1
rrR   Persamaan dinamik dari pengendali berorde tinggi setimbang adalah 
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  Ketika sistem setimbang )(1 txk  merepresentasikan slow dinamik 
dari sistem dan )(2 txk )(1 txk  merepresentasikan fast dinamik dari sistem, maka berdasarkan konsep dari 
metode perturbasi singular, sistem (8) dapat didekati dengan mengambil 0)(2 txk , sehingga diperoleh 
)()()()( 12121111 tyBtxAtxAtx kkkkkk  , 
0         
)()()( 2222121 tyBtxAtxA kkkkk  , 
)(tu
   
).()( 2211 txCtxC kkkk   
Persamaan dinamik dari pengendali berorde rendah (tereduksi)  dapat ditulis sebagai berikut  
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APLIKASI PENGENDALI PADA BANGUNAN BERTINGKAT 
Sebagai verifikasi dari metode yang dikemukakan, pada bagian ini diberikan aplikasi pengendali 
suboptimal H∞ untuk meredam getaran pada bangunan bertingkat.  Persamaan matriks dari struktur elastis 
(bangunan bertingkat dengan 4 lantai) dapat ditulis dalam bentuk persamaan differensial orde dua [8, 9], 
sebagai berikut  
0)()()()()( 000 

tfbtzdtxKtxCtxM PPPPP ,  (16) 
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dengan 0x   adalah vektor keadaan , pp CM , ,dan pK  masing-masing adalah matriks inersia, redaman, 
dan kekakuan dari struktur. pd  adalah gangguan untuk percepatan eksitasi 

z  dan pb   adalah matriks 
input untuk gaya kendali f. Struktur elastis tersebut merepresentasikan bangunan bertingkat yang 
mempunyai 4 lantai. 
Pengendali dirancang dengan tujuan meminimasi peaks fungsi alih terbuka pada mode pertama 
dan kedua, oleh karenanya, diterapkan fungsi bobot high pass filter. Persamaan fungsi bobot tersebut 
adalah 
43222
1
34
4322234
4)12(24
4)12(24
tttttt
rrrrrrr
H
ssss
ssss
W




 , 
dengan s adalah operator Laplace, Lev = 90, 6.0,36,6.0,6  ttrr  .  Selanjutnya dapat 
diperoleh plant berorde 30, linear, invarian terhadap waktu, minimal, dan stabil asimtotik dengan 
persamaan dinamik seperti berikut. 
).()()(),()()( tDutCxtytButAxtx 

 
 Kemudian, dicari pengendali berorde rendah (kurang dari 30) dengan menggunakan alternatif 1 
(reduksorde plant) dan alternatif 2 (reduksi orde pengendali), dengan metode perturbasi singular, langkah-
langkah seperti yang telah dikemukakan pada bagian sebelumnya.  Norm H  dari selisih plant semula 
dengan plant tereduksi diberikan pada Tabel 1.  
 Tabel 1.  Norm H∞ dari kesalahan reduksi Tabel 2.  Norm H∞ dari kesalahan reduksi  
  untuk alternatif 1 untuk alternatif 2 
Orde 
plant 
Gr(s)-Gn(s)  

2tr  
 
Orde 
pengendali 
Tzwr-Tzwn  

2tr  
27 0.54482 1.0437  25 6.36E-05 8.12E-06 
23 12.3799 17.5066  21 0.0002591 0.001276 
21 12.2754 44.0122  18 0.0021946 0.006398 
19 35.9931 96.94  16 0.0017943 0.011833 
18 36.1088 136.2177  14 0.0031869 0.020103 
Dari Tabel 1 terlihat bahwa untuk alternatif 1, norm H  kesalahan reduksi tersebut senantiasa kurang dari 
2 kali nilai singular yang dipotong ( 22 tr ). Degradasi kinerja sistem lup tertutup sebagai akibat 
penerapan pengendali tereduksi (alternatif 2) diberikan pada Tabel 2. Dari tabel tersebut terlihat bahawa 
batas atas terkecil dari degradasi kinerja sistem lup tertutup kurang dari  2 kali nilai singular yang dipotong. 
     
(a : tanpa pengendali, b : dengan pengendali ) (a : tanpa pengendali, b : dengan pengendali ) 
Gambar 1. Respon frekuensi lup terbuka Gambar 2.  Respon frekuensi lup terbuka 
 dan lup tertutup alternatif 1 dan lup tertutup alterantif 2 
 
Berdasarkan Gambar 1 diatas, terlihat bahwa pengendali berorde 18 yang diperoleh dengan 
mereduksi orde plant dengan BSPA (alternatif 1) dapat meminisasi mode pertama kurang lebih 14 dB dan 
mode kedua 8 dB. Sedangkan pengendali berorde 14 yang diperoleh dengan mereduksi orde pengendali 
dengan BSPA  (alternatif-2, Gambar 2), dapat meminisasi mode pertama kurang lebih 19 dB dan mode 
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kedua kurang lebih 9 dB. Hal ini berarti pengendali berorde minimum yang diperoleh melalui alternatif 2 
mempunyai kinerja yang lebih baik dari pada yang diperoleh dari alternatif 1.  
Respon impulsa dari pergeseran dalam arah transversal dan torsional pada lantai ke 4 dari sistem 
lup tertutup dengan pengendali berorde 18 (alternatif 1) diberikan pada Gambar 3 dan 4.  
              
(a : tanpa pengendali, b : dengan pengendali ) (a : tanpa pengendali, b : dengan pengendali ) 
Gambar 3. Respon impulsa pergeseran tranversal Gambar 4.  Respon impulsa pergeseran 
torsional 
 alternatif 1 alternatif 1 
 
           
(a : tanpa pengendali, b : dengan pengendali ) (a : tanpa pengendali, b : dengan pengendali ) 
Gambar 5. Respon impulsa pergerakan transversal Gambar 6. Respon impulsa pergerakan 
transversal  
     alternatif 2 alternatif 2 
  
Respon impulsa dari pergeseran dalam arah transversal dan torsional pada lantai ke 4 dari sistem 
lup tertutup dengan pengendali berorde 14 (alternatif 2) diberikan pada Gambar 5 dan 6. Berdasarkan 
gambar respon impulsa tranversal maupun torsional, terlihat kinerja pengendali dalam meredam getaran 
dari struktur elastis pada lantai keempat melalui grafik time-response. Dari gambar respon impulsa terlihat 
bahwa jika diberikan fungsi impulsa sebagai masukan pada sistem, maka pengendali dapat berfungsi 
sebagai peredam getaran. Pada alternatif 2 terlihat pengendali mampu menstabilkan sistem dalam waktu 
kurang lebih 0.8 detik, sedangkan pada alternatif 1 dalam waktu kurang lebih 3,4 detik. Terlihat juga bahwa 
sistem lebih mudah dikendalikan dalam arah gerak transversal dibandingkan arah gerak torsional.  
KESIMPULAN 
Untuk menganalisis kestabilan sistem tereduksi dengan metode Pendekatan Perturbasi Singular 
Setimbang, dapat dilakukan analisis melalui sistem timbal balik. Batas atas terkecil kesalahan reduksi 
adalah kurang dari dua kali jumlah nilai singular yang dihilangkan. Kinerja pengendali berorde rendah yang 
direduksi dengan BSPA, akan lebih baik menggunakan alternatif 2 (yaitu dari plant berorde tinggi 
dirancang pengendali berorde tinggi menggunakan teknik H , kemudian pengendali berorde tinggi 
direduksi sehingga diperoleh pengendali berorde rendah) dari pada alternatif 1 (yaitu plant berorde tinggi 
direduksi sehingga diperoleh plant berorde rendah, kemudian dari plant berorde rendah dirancang 
pengendali berorde rendah dengan menggunakan teknik H ). Dari hasil simulasi diperlihatkan pengendali 
berorde rendah yang dirancang efektif untuk meredam getaran pada struktur elastis. 
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